Exercices d’application 
Avec solutions 


PROF : ATMANI NAJIB 


Tronc CS 


Les polynômes 


Exercicel : Déterminer parmi les expressions suivantes 
ceux qui sont des polynômes et déterminer si c’est possible 
leurs degrés : a e R 


PORN Q(x)= 2x -x-x 


2 
R(x) =5|x?|+4|x|-5 M (x)= 2x +427 


N(x)=2+143 ; O(x)=4; E(x)=(a-1)x“ +x +x+1 
X 
Solution : 
P(x) est un polynôme et d°P =3 
Q(x) et R(x) et N(x) ne sont pas des polynômes 
M (x) est un polynôme et d M = 4 
O(x) est un polynôme etd O =0 
E(x) est un polynôme 
Si a—1+0 cad az1 alors d E =4 
Si a=1 alors d E =2 
Exercice2 : Exercicel : Déterminer un polynôme P de 
degré 2 tel que : P(0) — P(1) — 5 et P(—2) = 
Solution : P de degré 2 donc P s’écrit sous la forme : 
P(x) = ax +bx+c 
On a P(0) = 5 donc ax0+bx0+c=5 donc c=5 
Ona P(1)=5 donc axl? +bxl+c=5 donc 


a+b+c=S donc a+b+5=5 
donc a+b =0() 


On a P(—2)=3 donc ax(-2) +bx(-2)+5=3 
donc 4a—2b +5 =3 
donc 4a — 2b = —2 (2) 


donc On a le système suivant : " se 


donc 
a+b=0 


" Les donc 4a +2a = —2 donc 6a =—2 donc 
=—a 


1 1 
a =—— donc b = — Alors : P(x)=-lslres 
3 3 3 3 


Exercices : Lesquels des polynômes ci-dessous sont 
égaux ? Expliquez 


P(x)=2x -2x°+x-3et Q(x)=2x (x-2)+(x-1)(2x+3) et 
R(x) —9x +3x —2x—3 
Solution : 


Ofx)=2x"(x-2)+(x-11(2x+3)= 2x -4x +2x +3x-2x-3 
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3 2 

Q(x) =2x —2X +X—3 deg(Q)=3 
P(x) =2x -2x" +x-3 deg (P) =3 

Donc : P(x) = Q(x) car deg (P) = deg (Q) et les 
coefficients de leurs monômes de même degré sont égaux 
Mais P (x ) + R (x ) car les coefficients de leurs 
monômes de même degré ne sont pas égaux 

Exercice4 : soit: P(x) =x -2x +x" —1 et 
Q(x)= ax +(b+c)x"+(c+d)x +dx° +e 
Déterminer 4 ; b ; C et d pour que: P =Q 
Solution: P=0 cad P(x) = Q(x) donc On a 
le système suivant : 


a=0 
| a=0;d =1;c=-l1 


c+qd =—2 donc4 C D) | à 
d =1 b=1-c=1+3-4 
c=—1l 
donc Q(x)= x" -2x +x —1 
Exercices : soit les polynômes suivants : 
P(x) =12x* —36x + 47x° —30x+7 


Q(x) = (2x —3x+1)(ax +bx+c) 
Déterminer 4 ; b ; C pour que: P = Q 
Solution : P = Q ssi P(x) = Q(x) pout tout x 
Q(x) = (2x -3x+1)(ax° +bx+c) 


= Dax” +2bx° + 2cx° — 3ax° — 3bx° — 3cx + ax” +bx+c 


Q(x)=2ax" +(2b-3a)x +(2c-3b+a)x +(b—3c)x+c 


2a=12 

2b — 3a = —36 a=0 
Donc : 1a —-3b+2c = 47 Donc: 3b =—9 

b — 3c = —30 c=] 

c=7 


On vérifie que : a—3b+2c = 47 est vraie 
Donc : Q(x) = (2x° —3x+1)(6x —9x+7) 


Exercice6 : étudier légalité des polynômes dans les cas 
suivants : 

1) P(x)=x +2x (x- 
D P(x)=(4-1) 
Solution : 

1) P(x) = x° +2x° (x-1)+x=3 Iy —2x"+x=3x 2x" +x 
Q(x)=x (3x-2)+x=3x -2y +x=P(x) 

P(x) = (x-1) 2) =x -3x +3x-1 

Donc : Q(x) # P(x) car (3+-3) 


Exercice7 : 1): soient P (x) et 


1)+x et Q(x)= x" (3x-2)+x 
et Q(x)= x" -3x -3x+1 


DCalculer dans chacun des cas suivants : 
P(x)+Q(x) P(x)-Q(x);: 3P(x)-20O(x) 
1) P(x)= x" +2x°-1 Q(x)=3x" -x +x 
2) P(x) =- x -x +3 ; Q(x) + 
IT)Calculer P(x)x Q(x) et (P(x)) 


Dans chacun des cas suivants et comparer : 


deg (PQ) et deg (P) +deg (Q) 
1) P(x) =x" —] 
2) P(x)= x "T 


QO(x)= x" +2x-3 
Q(x)=3x+2 
Solution : D 1) P(x)= x" +2x"-1 
Q(x)=3x" -x +x 

Ona: P(x)+Q(x)= x" +2x -1+3x* -x +x 
donc P(x)+O(x)=3x"+2x" +x-1 

Ona: P(x)-Q(x)= x +2x° 
P(x)-Q(x)=-3x" +2x° +2x° -x-1 

3P(x)- 20(x )= 3x 125 -1)- 2(3x* -x° +x) 
3P(x)-20(x)=3x +6x 3- 6x +2x -2x 
3P(x)—-2Q0(x)=—6x* +5x° +6x —2x-—3 


—1—3x +x -x 


D 2) P(x)=x — x +3 Q(x)=-x + x" —5 
Ona: P(x)+Q(x )= X —X +3-X +x —5—=-2 
Ona: P(x)- Q(x)= x =x +3+x r +8=2x -2x° +8 


ro )— 2Q(x) = de — X ?+3)- 2(-x° + x? -5) 
3P(x)-2Q(x)=3x -3x7 +9+2x —2x" +10 
3P(x)-2O(x) = 5x? —5x° +19 
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Q (x) deux polynômes 


deg(P)=5 ; deg(Q)=5;deg(P+Q)=0 
deg(P-Q)=5 
ID 1) on a Le )= x" —1; Q(x)= x" +2x-3 
x}= (x -I(x +2x-3)=x 421-356 -x 2743 
hade e 
2) P(x)=x"-—x"+2 Q(x)=3x+2 
P(x)x0(x)=(3x+2)(x -x +2)= 4 +2" -3x -2x +61 +4 
J) =(x-x2+2) =(x -x +2)(xf -2 +2) 
(P(x) = (x -x2 +2] =x" -2x6 4 5x8 -4x +4 
deg(PxQ)=5 deg(P)=4 ;deg(Q)=1 
Donc deg(PxQ)=deg(P)+deg(Q) et 
deg(P*)=2deg(P) 


Exercice8 : soit le polynôme : P(x)= x°-2x"-5x+6 


Est-ce que les nombres suivants sont des racines du 
polynôme P(x)(ustifier) ? 1 ;2;3 ; -2 


Solution : 
P(1}=1-2x1-5x1+6=1-2-5+6=0 

donc 1 est racine du polynôme P(x) 
P(2)=2*-2x2*-5x2+6=8-8-10+6=—4%#0 
donc 2 n’est pas racine du polynôme P (x) 

P(3) =37 -2x3 -5x3+6-27-18-15+6=0 

donc 3 est racine du polynôme P(x) 

P(-2)=(-2) -2x(-2) -5x(-2)+6=-8-8+10+6=0 
donc -2 est racine du polynôme P(x) 
Exercice) : soit le polynôme : P(x)= x" -2x°-5x+6 
1)verifier que 1 est racine du polynôme P(x) 
2)factoriser P(x) 

Solution :1)P(1)=2x1"-1-1=0 

Donc : 1 est racine du polynôme P(x) 

2) 1 est racine du polynôme P(x) donc : P(x) 


est divisible par x— 1 
en Effectuant la division euclidienne de P (x) 


par x—1 On trouve : Q(x)=2x+1 

donc : P(x)=(x-1)(2x+1) 

Exercice10 : soit le polynôme : P(x )= xX +3x —2x-6 
1) calculer P(-3) et que peut-on dire ? 


)déterminer le le polynôme Q(x) tel que : 


P(x)=(x+3)0 (x) 


IN 


Solution : 1)en remplaçons x par -3 dans le polynôme P (x ) y} _9y2 —5x +6 
P(x) = x’ +3x7 —2x-—6 


| , 1) Effectuer la division euclidienne de 
ona: P(-3) = (-3) +3(-3) -2(-3)-6 =-21+27+6-6=0 | P (x ) par x +2et déterminer le quotient Q (x ) et le 
donc -3 est racine du polynôme P (x) reste 


2)donc : P (x ) est divisible par x+3 2)montrer que Q (x )est divisible par x —3 


3) en déduire une factorisation du polynôme P on 
polynômes de lere degrés 


P(x)=(x+3)Q(x) et puisque le degré de P(x) est3 donc | Solution :1) 


Donc il existe un polynôme Q (x) tel que : 


le degré de Q (x)est 2 donc : Q(x)=ax +bx+c (a #0) y 2x 5x46 x+2 
Methode! : P(x) = x° +3x-2x-6 y? 9 y? Pdre 
P(x)=(x+3)(ax +bx+c) E 

Donc : xX +3x —2x—6 = (x+3)(ax +bx+c) 

= ax +(b+3a)x"+(c+3b)x+3c PES 

= ax? + bx” + cx + 3ax° + 3bx + 3c 2 

Donc : a=1 et b+3a =3 et 3c = —6 

Donc :etb =0 a =1 etc =-—2 —3x— 6 

Donc :Q(x)=x -2 

Methode? : P(x) = x°+3x 2x6. 0 


= x (x+3)-2(x+3) =(x+3)( -2) donc :Q(x) = x° -2 Donc : Q (x )=x? -4x +3 
Methode3 : Effectuer la division euclidienne de 


P(x) = x°+3x°—2x—6 par x+3 et déterminer le 


le reste 0 


2) Q(3) = () donc 3 est racine du polynôme Q (x ) 


otient et le reste 
qu Donc Q (x }est divisible par x —3 


3)on a: P(x) =(x+2)x(x -4x+3) 


x —2 en Effectuant la division euclidienne de 
Hyl Q (x) par X—3 
D 6 On aura :Q(x)=(x-3)x(x-1) 
On ( a donc : Donc :P(x)=(x+2)x(x-3)x(x-1) 


Exercice13 : Soit: P(x) = x? —3x" —-6x+8 
P(x)=(x+3)Q(x)+ P(-3)=(x+3)(x -2)+0=(x+3)(x -2) 


Q(x) = x° —2 est le quotient et P(-3)=0 le reste 2)montrer que P(x) = (x —1) Q(x) 


l)montrer quel est racine du polynôme P 


Exercice11 : Soit: P(x)=2x -5x -4x+3 Ou Q(x) est un polynôme a déterminer 


o. 3) montrer que -2 est racine du polynôme Q 
1)Montrer que P (x) est divisible par X—3 ne k 
4) en déduire une factorisation du polynôme P on 


2)factoriser P (x ) polynômes de lere degrés 
Solution :1) P(3) -0 donc P(x) est divisible par X—3 5) résoudre dans R l’équation P(x) —0 
Den Eff la divisi lid; à Solution :1) 
Jen Effectuant la division euclidienne de Ona P(1) 3x -6GxliR—1-3 6180 


P(x) =2x -5x —4x+3 par x—3 


donc 1 est racine du polynôme P 
On aura : P(x) = (x-3)x(2x° +x-1) 


Donc P (x ) est divisible par X — l 
Exercice12 : soit le polynôme : 
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IC 


2)Effectuons la division euclidienne de P (x ) par x—1 2x°+3x°-11x-6 w= 


On trouve : P(x) = (x-1)(x —2x-8) © -2x + 4x? D LT» 
donc : Q(x) = x" —2x-8 


7x° —-11x—6 
3)on a: Q(-2)=(-2) -2(-2)-8=4+4-8=0 
Donc -2 est racine du polynôme Q Donc Q (x) z dise = 
est divisible par x +2 3x—-6 
4)Effectuons la division euclidienne de Q (x) 6 
par X+2 
On trouve : Q(x)=(x+2)(x-4) (2) 0 


D’après (1) et (2) on a : P(x)=(x-1)(x+2)(x-4) 
5)P(x)=0 ssi (x—-1)(x+2)(x-4)=0 
ssi x—1=0 ou x+2=0 ou x—4=0 


P(x) = (x-2)(2x° +7x+3) 


Exercices : Soit: P(x) >y =3x+2 


P(x) =0 ssi X =] ou x=—2 ou x=4 les l)a)calculer P(1) et déterminer Q (x )tel que : 
racines du polynôme P (x) P(x) = (x — 1) Q (x) 

Donc : S = f—2; l; 4} bjverifier que P(x) = (x+ 2)(x-1) 
Exercice14 : Soit: P(x) = 2x +3x +ax+b 2)soit & un réel tel que : 1< æ <2 

Avec aeEeR e beR Donner un encadrement de œ +2 et de : (a — 1) 


l)déterminer a et b tels que 


Et en déduire que : 0 < P(a) < 4 
a) P (x ) soit divisible par x—2 


Solution :1)a) P(x) = x’ —3x+2 
P(1)=1 -3x1+2=1-3+2=0 


b)le reste de la division euclidienne de P (x ) 
par x—1 est —12 


2) factoriser P (x ) dans ce cas Donc P (x }soit divisible par x—1 


Solution :1) P(x) 9x +3x° +ax+b Effectuons la division euclidienne de P (x) par x—1 
a) P (x ) soit divisible par x—2 donc : P(2) = 0 xX —3x+2 x—| 
l 3 2 5 3 2 r 
Donc : 2x2 +3x2 +ax2+b=0 + LT 2x? +7x+72 
Donc : 2a+b+28=0 (1) : 
x —3x+2 

b) le reste de la division euclidienne de P (x ) 
par x—1 est —12 RRA 
donc : P(1)=-—12 donc: a—b+17=0 (2) _Dx+9 
donc le couple (a,b) est solution du système suivant : x 

2a+b+28=0 

a—b+17=0 0 
On résolvant le système on trouve : a =—] let b = —6 


. — PES 2 = 
Donc : P(x)=2x" +3x° -11x-6 RAC P(x)= (x 1)(x a 2) 


ru 2 
2) factorisation de P (x ) dans ce cas : bvérifions que P (x ) — (x 1 2)(x E 1) ? 


P (x }soit divisible par x—2 donc : (x+2)(x-1) z (x+2)(x -2x+1) 
=x 2x +x+2x"-4x+2= x -4x+2= P(x) 


2) 1<a<2 donc 3<&æ+2<4 (1) 
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lA 


Donc : 0< æ—1<1 donc O<(a-1) <1 (2) 

De (1) et (2) on a alors : O<(a+2)(a-1) < 4 
Donc O<P(a)<4 

Exercice16 : Soit : P (x )=2x*-9x* +14x* -9x +2 


1) verifier que 0 n’est pas racine du polynôme P(x) 
. . 1 
2)montrer que si & est racine du polynôme P (x) alors — 
œ 


Est aussi racine du polynôme P(x) 

3) verifier que 2 est racine du polynôme P(x) 

4) en Effectuant la division euclidienne de P(x) par x —2 
Trouver un polynômeQ (x ) tel que : 

P(x)=(x-2)9 (x) 

5) en déduire que Q =) =) 

6) déterminer les réels a ; b ; © tel que: 


o(x)=[s -1 Ja ses +c) 


7) en déduire une factorisation du polynôme P on 
polynômes de lere degrés 


Solution :1) P(0)=2=#+0Donc 0 n’est pas racine du 
polynôme P(x) 
2) P(x)racine du polynôme est & 


Ssi P(a)=0 ssi 24° —-9a° +140? -9a +2 =0 


(DÉCROROROE 
D-()-(a)en()-(2)es 
()-2)- 29 (e)-(2e)s 


p(+) _2-9a+14a°" —9a? +2aÂ 


4 
Œ 


Œ 


Et puisque 24° —-9a° +14a4° -9a +2 =0 


Donc : P(+)- A — 0 
(64 (64 


i À 
Donc : — Est aussi racine du polynôme P(x) 
œ 


3) P(2)=2x2"-9x2"+14x2"-0x2+2=32-72+56-18+2 
P(2}= 2x2 -9x2 +14x2 -9x2+2=32-72+56-18+2=0 
Donc :2 est racine du polynôme P(x) 


4)en Effectuant la division euclidienne de P (x) par x —2 
On trouve que : P(x) = (x-2)x(2x -Sy +4x—1) 


5) on a 2 est racine du polynôme P(x) 


Donc : -Est aussi racine du polynôme P (x) 
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Doig p(2)=0e puisque P (x )=(x -2)O (x) 


Alors : (Z-2)xo(Ż)=0 or (ž-2)+0 
2 2 2 
oE la 
Donc : 0-0 


6)en Effectuant la division euclidienne de Q (x) par x -> 


On trouve : o(x)=[ x-5 J(2x -4x+2) 

Donc: a=2 et b=—4 et c=2 

Don a: P(x)=(x -2)0 (x) et o(a)=[ x-2) (2x -4x+2) 
Donc: P(x)=(x-2)| x- ](2x -4x+2) 


On factorise aussi : 2x” — 4x +2 
On remarque que 1 est racine 
en Effectuant la division euclidienne de 2x? —4x+2 par 


(x—1) On trouve : 2x" —4x+2 = (x—1)(2x—2) 


finalement : P(x)= (x-2) 4-3 ]-D(x-2) 


P(x)=(x-2)(2x-1)(x-1) 


« C’est en forgeant que l’on devient forgeron » Dit un 
proverbe. 
C’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et exercices 
Que l’on devient un mathématicien 


E. 


IOI 


